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Aufgabe 1 (Stereographische Projektion) (4 Punkte)
Die stereographische Projektion ist gegeben durch die Abbildung

φ : �2 \ {N} → �2, φ(x, t) =
x

1− t
,

wobeix ∈ �2, t ∈ �mit x2 + t2 = 1 undN = (0, 0, 1).

(i) Es seip ∈ �2\{N} undgdie Gerade durchp undN. Zeigen Sie, dassφ(p) der Schnittpunkt
vong mit der Ebene{(x, 0) | x ∈ �2} ist. Fertigen Sie eine Skizze an.

(ii) Bestimmen Sie die Umkehrabbildungψ vonφ.

(iii) Bestimmen Sie die Matrix der ersten FundamentalformG = DψTDψ und zeigen Sie, dass
G(x) = λ Id mit λ > 0.

Aufgabe 2 (Längentreu, Flächentreu) (4 Punkte)
Die AbbildungX̃ : � × (−1, 1) → �3 mit X̃(u, v) = (cosu, sinu, v) beschreibt einen Zylinder,
der die Sphäre�2 längs des Äquators berührt.

1. Zeigen Sie:̃X ist längentreu.

2. BezeichneX(u, v) den Schnittpunkt der Strecke voñX(u, v) zum Punkt (0, 0, v) mit der
�

2. Berechnen SieX : � × (−1, 1) → �2 ⊂ �3. Zeigen Sie, dassX flächentreu ist, und
bestimmen Sie so den Flächeninhalt der Sphäre.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei F ∈ C1(U,�3) eine reguläre Fläche und̃F = F ◦ φ eine Umparametrisierung mit einem
Diffeomorphismusφ ∈ C1(V,U). Seieng bzw. g̃ die zugehörigen ersten Fundamentalformen.
Zeigen Sie unter Verwendung des Satzes über das Transformationsverhalten der ersten Funda-
mentalform folgende Aussagen:

(1) Lg(φ ◦ γ) = Lg̃(γ) für γ : I → V,

(2) ∠g(φ(x))(Dφ(x)v,Dφ(x)w) = ∠g̃(x)(v,w) für x ∈ V undv,w ∈ �2,

(3) Ag(φ(E)) = Ag̃(E) für E ⊂ V.

Aufgabe 4 (Existenz flächentreuer Parameter) (4 Punkte)
SeiF ∈ C∞(U,�3) eine reguläre Fläche undw0 ∈ U. Zeigen Sie: Es existiert eine UmgebungŨ
vonw0 und ein Diffeomorphismusφ : V → Ũ, so dassF◦φ : V → �3 flächentreu parametrisiert
ist.
Hinweis:Machen Sie fürφ den Ansatzφ(x, y) = (x, ϕ(x, y)).

Bitte schreiben Sie Ihren Namen sowie die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt.
Abgabe ist am Mittwoch, den 22.06.11.


